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Résumé. — L'étude du "problème Plateau complexe" (ou "problème du bord") 
dans une variété complexe X consiste à caractériser les sous- variétés réelles F de X qui 
sont le bord de sous-ensembles analytiques de a;\r. Notre principal résultat traite le 
cas X = U Xlo onU est une variété complexe connexe et u) est une variété Kâhlérienne 
disq ue convexe. Comme con séquence, nous obtenons des résultats de Harvey-Lawson 
jisj , Dolbeault-Henkin jiot et Dinli |^. Nous obtenons aussi une généralisation des 
théorèmes de Hartogs-Levi et Hartogs-Bochner. Finalement, nous montrons qu'une 
structure CR strictement pseudo-convexe plongeable dans une variété Kâhlérienne 
disque-convexe est plongeable dans C" si et seulement si elle admet une fonction CR 
non constante. 

Abstract (Complex Plateau problem in Kâhler manifolds). — The "complex 
Plateau problem" (or "boundary problem" ) in a complex manifold X is the problem 
of characterizing the real submanifolds F of X which are boundaries of analytic sub- 
varieties of Jf \F. Our principal resuit treat the case X = U Xlj where {/ is a connected 
complex manifold and a; is a dis k-co nvex Kâhler manifo ld. As a conséquence, we 
obtain results of Harvey-Lawson |l5| , Dolbeault-Henkin [ |lo| and Dinh We also 
give a generalization of Hartogs-Levi and Hartogs-Bochner theorems. Finally, we 
prove that a strictly pseudo-convex CR structure embeddable in a disk-convex Kâhler 
manifold is embeddable in C" if and only if it has a non constant CR function. 



1. Introduction. 

L'étude du "Problème Plateau complexe" (ou "problème du bord") dans une 
variété complexe X consiste à caractériser les sous-variétés réelles X de X qui sont le 
bord (au sens des courants) de sous-ensembles analytiques de w\r. 

Dans l'espace affine, les courbes bords de surfaces de Riemann sont caractérisées par 
une condition intégrale nommée "condition des moments" (voir p], |3Ô|, |ï|, p2|, fr\). 



Les sous- variétés compactes, fermées et de dimension supérieure ou égale à trois qui 
sont bords d'ensembles analytiques de C" sont celles dont la dimension de l'espace 
complexe tangent est maximal en chaque point (voir ]14] , ^ ^). 



Classification mathématique par sujets (1991). — 32F25, 32F40, 32D15, 32C30. 
Mots clefs. — problème du bord, problème Plateau complexe, varitété kâhlérienne, extension 
du type Hartogs, plongement CR, structure CR. 



2 



FRÉDÉRIC SARKIS 



Dans l'espace projectif, sous la condition précédente, le problème du bord n'admet 



pas toujours de solution. Harvey et Lawson |15 ont cependant donné une ca- 
ractérisation en terme de condition des moments pour le problème du bord dans 
P„(C)\P„_p(C) (oit 2p — 1 {p > 2) est la dimension de la variété considérée). 
Récemment, Dolbeault et Henkin |10| (puis Dinh |^) ont donné une condition 
nécessaire et suffisante: le problème du bord pour une variété maximalement complexe 
M C Pn{C) admet une solution s'il en admet une pour un nombre "assez grand" de 
tranches de M par des sous-espaces linéaires. 

Le but de cet article est de généraliser ce dernier résultat à une variété produit U xuj 
011 U est une variété complexe connexe et lo est une variété Kâhlérienne compacte 
ou plus généralement disque convexe (i.e. pour tout compact K C X, il existe un 
compact K <Z X tel que pour toute surface de Riemann S et pour toute application 
méromorphe f : S ^ X telle que f{dS) C K on ait f{S) C K). L'étude du problème 
du bord dans les espaces produits n'est pas restrictive. En effet, le problème du 
bord dans l'espace projectif peut toujours être réduit à l'étude du problème du bord 
dans un espace produit. Comme nous le verrons, la réciproque n'est en général pas 
vraie. De plus, cette résolution parait la plus adaptée pour l'étude de l'extension des 
applications CR car si / est une application CR, le graphe de / est naturellement 
dans un espace produit. Soit X une variété kâhlérienne disque convexe, nous obtenons 
alors les corollaires suivants: 

1. Une nouvelle démonstration de la caractérisation géométrique du problème du 
bord dans P„(C) donnée dans [IC, |^. 

2. Une généralisation du théorème de Hartogs-Levi pour les applications méro- 
morphes à valeurs dans X. En particulier, nous retrouvons les généralisations 
données dans M et 
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Une généralisation du théorème de Hartogs-Bochner pour les applications CR à 
valeurs dans les variétés Kâhlériennes disque convexes (pour X = P„(C), nous 



retrouvons des résultats de |10, 24, 27 



4. La généralisation suivante du théorème de Hartogs-Bochner: Supposons que 
X est une variété Kâhlérienne de dimension 2 ne contenant aucune surface de 
Riemann compacte. Soit M une hypersurface réelle de X la séparant en deux 
composantes connexes fii et ^2- Alors toute fonction holomorphe au voisinage 
de M admet une extension holomorphe sur fîi ou sur Q2- 
Ainsi que le corollaire principal suivant nouveau même dans le cas oii X — P„(C): 
4. Soit AI une structure CR abstraite, strictement pseudoconvexe et plongeable 
dans X. La variété M est plongeable dans C" (ou de manière équivalente, 
admet une solution au problème du bord dans X) si et seulement si elle admet 
une fonction CR non constante. 
Ce dernier résultat donne une nouvelle réduction du problème suivant (voir |p!Ô| ]): Soit 
M une variété strictement pseudoconvexe de P„(C). La variété M est-elle toujours 
le bord d'une p- chaîne holomorphe (ou de manière équivalente M est elle plongeable 
dans l'espace affine) ? En particulier, cela prouve de manière immédiate que les 
exemples de structures CR d'Andreotti-Rossi [25, ^ |Ï3|, 11 1 et de Barrett |^ 



(cas où l'espace des fonctions CR est de dimension 1) ne sont plongeables dans aucune 
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variété kâhlérienne disque convexe X . En effet, ces variétés ne sont pas plongeables 
dans l'espace afSne mais, par construction, elles admettent des fonctions CR non 
constantes, on en déduit alors directement qu'elles ne sont pas plongeables dans X 
(pour X = P„(C) et M la structure CR d'Andreotti-Rossi, ceci est démontré de 
manière différente dans |27]). 



2. Notations et résultats préliminaires. 

2.1. Problème du bord non borné dans A„ x A^. — Notons Ag le polydisque 
unité de C. Nous nous intéressons ici au problème du bord pour les variétés maxi- 
malement complexe de dimension 2n + 1 de A„ x C™ dont la projection sur C™ est 
bornée. En général il n'existe pas de solution au problème du bord pour de telles 
variétés. En effet, il suffit de prendre un courbe fermée 7 C A^ qui n'est pas le bord 
d'une surface de Riemann et de poser F = 7 x C", pour obtenir un contre-exemple. 
Il est tout de même possible de donner une condition nécessaire et suffisante. En 
fait, cette condition est déjà implicitement utilisée dans Q et nous nous bornons ici 
à reformuler les propositions de dans ce cadre. 

On dit qu'un compact A C R" est géométriquement m-rectifiable ou encore est de 
classe Am si A est (Hm, m)-rectifiable et si le cône tangentiel de A en ?-^,„-presque tout 
point est un espace vectoriel réel de dimension m (où Hm est la mesure de Hausdorff 
de dimension m). 

Soit X un espace complexe, on appelle p- chaîne holomorphe de X toute somme 
localement finie \T] = ^ ^jWj] à coefficients rij dans Z de sous-ensembles analytiques 
Vj de dimension p âc X. On appelle volume de [T], l'expression 



Vol [T] = y^\n,\Vo\V, 
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où Vol Vj est le volume 2p-dimensionnel de l'ensemble analytique Vj ; Vol [T] est aussi 
la masse du courant [T]. On notera T le support de la p-chaîne holomorphe [T] (i.e. 
T — U{j;„^.^o}^)- Dans la suite, si [T] est un courant on notera aussi yoZ[T] la masse 
de ce courant. 

Soient X, Y deux variétés réelles lisses, Y de dimension p < m et f : X ^ Y 
une application C'°° et F un courant plat de dimension m (en particulier les courants 
rectifiables sont plats). Alors pour Hp-presque tout y G F, la tranche [F, /, j/] est un 
courant plat de dimension m — p de support inclus dans F H f~^{y) vérifiant: 

$(2/)([F, /, y],^)dn,{y) = ([F, /*($ A n)] A 

Y 

OÙ ^ est une (m — p)-forme à support compact, $ une fonction à support compact et 



O est la forme volume de Y (voir |12|). 

Soit [F] un courant rectifiable dont le support F est de classe A2„+i de C"^™. 
Alors, pour presque tous les m-plan C" C C"^™ et pour presque tous les points 
z & C", la tranche [F,7ri/,z] (où pii, est la projection orthogonale sur C") est un 
courant rectifiable dont le support est de classe Ai (voir Q Lemme 1.4). 

Notons TT : A„ x C™ A„ la projection (2;i,...,z„) x (wi,...,w,„) 1— > (zi,...,z„). 
Soit [F] un courant rectifiable, fermé et maximalement complexe de A„ x C™ dont le 
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support r est de classe A2n+i et admet une projection bornée sur C™. Pour presque 
tout z G A„, la tranche [F, n, z] est un courant rectifiable fermé de dimension 1. 
Soient des fonctions de classe C°°, définies sur C, X^ji^) — pour \x\ « ej et 



Proposition 2.1. — Q Pour tout z € A„, pour toute (l,0)-/orme (j), holomorphe 
au voisinage deV, la Jonction 



est indépendante des Xe, égale à ([F, tt, z], quand cette dernière est bien définie. 
En particulier la fonction A4{z, cj)) est holomorphe dans A„. 

Cette proposition montre que la condition des moments (cas où est une (1,0)- 
forme holomorphe) sur les tranches d'une variété maximalement complexe varie de 
manière holomorphe. Le principe du prolongement analytique nous dit alors que si la 
condition des moments est vérifiée pour un sous-ensemble assez grand K C A„, elle 
est vérifiée sur tout A„ . Il est alors possible de recoller ces tranches pour trouver une 
solution au problème du bord pour [F]. 

Proposition 2.2. — Soit K un sous- ensemble de A„, non inclus dans une réunion 
localement finie d'ensembles analytiques de dimension (n — 1) immergés dans A„. 
Supposons que pour tout v S K , [F, tt, v\ est bien définie et est un l-courant rectifiable 
fermé dont le support est de classe Ai et que pour toute 2-forme lisse Q sur C™ on 
aie [T] A O = 0. Alors, les propositions suivantes sont équivalentes: 

1. A4{iy, (j)) est nulle pour tout v K et toute (1, 0) -forme holomorphe 4> ft-e- pour 
tout V g K, vérifie la condition des moments). 

2. Pour tout V G K, il existe une 1-chaîne holomorphe [S^] de masse finie de 
An X C''"\F telle que d[S^] = [F,7r,î/]. 

3. Il existe une p-chaîne holomorphe [T] de A„ x C'"\F dont la projection sur C" 
est bornée et telle que d[T] = [F]. 

Démonstration. — L'équivalence entre 1. et 2. provient directement de 0. Pour 
toute 4> fixé, J^{z, (f) est holomorphe en z. L'ensemble des zéros de A^(z, (f) est donc 
une hypersurface analytique de A„ contenant K . L'intersection H de tous les 
est donc un ensemble analytique contenant K. Comme H contient K il ne peut être 
de dimension inférieure ou égale à (n — 1). On a donc H — A„. De manière identique 
à Q, on montre que F admet une solution T au problème du bord dans U . □ 

Remarque 2.3. — L'hypothèse [F] AO = pour toute 2-forme verticale Q implique 
que pour 7i2n-i-i-pi'esque tout z G F tel que la multiplicité de [F] en z soit non nulle, 
l'espace tangent à F en z ne contient pas de droite verticale. En particulier [F] ne 
contient pas de "composantes verticales" . 
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2.2. Propriétés de convergence des suites de chaînes holomorphes. — Nous 
nous intéressons ici à la convergence des suites de surfaces de Riemann de volumes 
uniformément bornés au sens suivant: 

Définition 2.4- — Soit {Ej} une suite de sous-ensembles d'un espace métrique X. 
On dit que la suite {Ej} converge au sens de Hausdorfî (ou au sens de Bishop si les 
Ej sont des surfaces de Riemann) vers un ensemble E C X (on note Ej — > E) si 

1. l'ensemble E coïncide avec l'ensemble limite de la suite {Ej}, i.e. est formé 
de l'ensemble des points de la forme linij^Xj^, Xj^ G Ej^ (en particulier, E est 
fermé dans X). 

2. Pour tout compact C -E et pour tout e > il existe un indice j(e, K) tel que 
K appartient au e- voisinage de Ej dans X pour tout j > j(e, K). 



Proposition 2.5. — |Q (voir aussi ^) Soit {Aj} un suite de sous- ensembles analy- 
tiques de dimension pure 1 d'une variété complexe X dont le volume est uniformément 
borné sur tout compact: 

H2{Aj nK) < Mk < oo pour tout K CC X 

et admettant un point d'accumulation dans X. Alors il existe une suite extraite 
de la suite {Aj} qui converge dans X vers un sous-ensemble analytique A 
de dimension pure 1. De plus on a l'inégalité: 

iiin^^^n2{A^(j) nu)>n2iAn u) 

pour tout ouvert U <Z<Z X . 

Dans le cas des chaînes holomorphes, ce théorème se généralise aussi: 



Proposition 2.6. — |16 Soit {[Aj]} une suite de 1- chaînes holomorphes d'une va- 
riété complexe X dont le volume est uniformément borné sur tout compact. Alors il 
existe une suite extraite {[A^^j)]} de la suite {[Aj]} convergeant vers une 1-chaîne 
holomorphe [A\ de X au sens de la topologie plate. 



Proposition 2.7. — Soit to une variété complexe munie d'une distance d et K <Z uj 
un compact. Soit Vc = {z oj, d{z, K) < e} un e-voisinage de K . Alors il existe une 
constante telle que tout ensemble analytique A de uj\K irréductible, de dimension 
1 et tel que A contient un point x Ç K et un point y ^ vérifie: VolA > . 

Démonstration. — Soit M — {z Cz LU,d{z,K) = |}. Le compact M déconnecte uj. Il 
existe donc un point w £ AI Ci A. Notons B{u}, |) la boule de rayon | et de centre w. 
L'intersection AnB{vj, |) est donc un sous-ensemble analytique fermé et non vide de 
B{w, |). Or pour tout compact d'une variété complexe et pour tout e > 0, il existe 
une constante Ce minorant le volume des sous-ensembles analytiques passant par le 
centre de toute boule de rayon e dont l'intersection avec ce compact est non vide. 
D'oii le résultat. □ 
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2.3. Voisinage de Stein des surfaces de Riemann à bord. — D'après un 



résultat de Siu [28|, toute surface de Riemann ouverte dans un espace complexe X 



admet un voisinage de Stein. Dans |23|, il est montré que si S est une surface de 
Riemann à bord 7 connexe et lisse de l'espace projectif et telle que S" U 7 ne contient 
aucune surface de Riemann compacte alors S" U 7 admet lui aussi un voisinage de 
Stein. Dans , ce résultat est étendu au cas des surfaces de Riemann à bord par 
morceaux et incluses dans un espace complexe X quelconque. Nous remarquons ici 
que la preuve donnée dans est encore valide pour les surfaces de Riemann dont le 
bord est de classe Ai: 

Proposition 2. 8. — Soit X une variété complexe. Soit j G X un compact de classe 
Al et S un sous-ensemble analytique de dimension 1 de X\"f. Supposons que S* U 7 
ne contient aucune surface de Riemann compacte de X. Alors il existe un ouvert de 
Stein V G X voisinage de S* U 7. 



3. Problème du bord dans les variétés produit. 

3.1. Théorème principal. — Soient L/ une variété complexe connexe de dimension 
n, LU une variété kâhlérienne disque convexe et tt : [/ x w — > C/ la projection (z, w) <—>■ z. 

Dans toute la suite, nous supposerons que [F] est un courant rectifiable, fermé 
et maximalement complexe de U x uj dont le support F est de classe Ain+\- Nous 
supposerons de plus, que pour tout compact K C U,\a, projection de F n {K x lu) sur 
UJ est relativement compacte dans uj. Pour tout z G U, nous noterons [jz] la tranche 
[F, TT, z] quand elle est bien définie. Nous noterons aussi 7^ = F n {z} x uj. Le support 
de [72] est bien sûr inclus dans jz mais la réciproque n'est pas toujours vraie. 

Définition 3.1. — Un sous-ensemble K <zU sera dit (n—l)- générique s'il n'est pas 
inclus dans une réunion dénombrable d'ensembles analytiques de dimension (n — 1) 
immergés dans U. 



Théorème 3.2. — Supposons que pour tout z £ U la tranche [7^] = [F, tt, z] est bien 
définie et est un courant rectifiable fermé dont le support est de classe Ai . Alors les 
propositions suivantes sont équivalentes: 

1. Il existe un sous-ensemble (n — 1) -générique Z de U tel que pour tout z G Z , il 
existe une 1-chaîne holomorphe [Sz] de {{z} x uj)\jz telle que d[Sz] — [jz]- 

2. Il existe un ouvert non vide O G U tel que [F] admette une solution au problème 
du bord dans Oxoj (Le. il existe une {n-\-l)- chaîne holomorphe [T] de (Oxa-')\F 
telle que d[T] — [F] dans O x lu). 

3. Il existe un fermé G G U de mesure de Hausdorff {2n — 1) -dimensionnelle nulle 
tel que Vz ^ G, il existe un voisinage Vz de z dans U tel que le problème du bord 
pour [F] soit résoluble dans Vz x lu. 

4. Il existe un fermé F de mesure nulle dans U et une (n + l)-chaîne holomorphe 
T de i{U\F) X Lu)\T telle que d[T] = [F] dans iU\F) x lu. 
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(1) ^ (2) : Réduction à un voisinage de Stein. 

Dans cette partie, les hypothèses additionnehes sur les tranches [7^] données dans 
l'énoncé du théorème 3.2 ne sont pas nécessaires et peuvent être affaiblies : 

Proposition 3.3. — Supposons que pour toute 2-forme lisse O définie suru, on aie 
[r] A 8 = et qu'il existe un sous- ensemble (n — \)-générique Z de U tel que: 

1. Pour tout z Ç. Z, la tranche [7^] est bien définie et est un 1-courant rectifiable 
dont le support est de classe Ai. 

2. Pour tout z € Z, il existe une 1-chaîne holomorphe [Sz] de {{z} x uj)\'yz telle 
que d[Sz\ = [7z]- 

Alors il existe un point w S Z, un voisinage W de w dans U tel que le problème 
du bord pour Y admette une solution dans W x tu (i.e. il existe une (n + l)-chaîne 
holomorphe [T] de {W x Lo)\r telle que d[T] = [T] dans W xu). 

Démonstration. — L'ensemble Z étant (n — l)-générique, il existe un point z G Z tel 
que l'intersection de Z avec tout voisinage de z est encore (n — l)-générique. Soit 
V un voisinage de Stein de 7z obtenu grâce à la proposition 2.8. Soit Ve CC V un 
e- voisinage de ■jz et CC K un e/2-voisinage de jz- Comme iv est disque convexe, 
il existe un compact tel que toute surface de Riemann irréductible dont le bord 
est dans soit incluse dans Soit 11^/2 un voisinage de z dans U tel que pour 

tout X e U^/2, 7x C Soit C = > la constante définie dans la proposition 

2.7. 

Lemme 3.4- — Pour tout x G Z (1 U^/2, il existe une 1-chaîne holomorphe [S^] 
solution au problème du bord pour [jx] dont le volume du support est égal à: 

Démonstration. — Soit [5] = mj [Si] une solution au problème du bord pour [72,] 
où les Si sont les composantes irréductibles de S'\7x. Pour tout v, et Wi, un u voisinage 
de 7a;, posons 

[51= Yl ^"^[^^]- 

Soit f tel que 

Vois" < -. 

4 

D'après la proposition 2.7, il existe un nombre fini de composantes irréductibles 
{S^}i^i,,N de S'^ non incluses dans W^,. Pour toute composante irréductible S^ 
notons, si elle existe, S'f une surface de Riemann compacte irréductible de {a;} x u) 
contenant S^ et S^ = sinon. Posons 

A = SU{ U S^) 

i=l..N 

et montrons que le support de toute solution au problème du bord [R] pour [7] vérifiant 

VolR < I + Y inclus dans A. On a [R] - [S] = J^Zi "'4^'] où les [V,] sont les 
courants d'intégration sur des surfaces de Riemann compactes irréductibles Vi. Si 
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Vi contient une composante irréductible Sj de S\'yx non incluse dans W^, on a par 
définition de 5J, Vi C SJ C A. Donc, si pour tout i G {1,...,M}, Vi contient une 
composante irréductible Sj de S\jx non incluse dans W,y, on a Supp{[R] — [S]) C A et 
donc R C A. Dans le cas contraire, il existe un io € {1, M} tel que Vig ne contient 
que des composantes irréductibles de S'\7x incluse dans W^. Soit [R] (resp. [S]) la 
restriction de [R] (resp. de [5]) à V^q. On a alors par construction 

Vois < Vois-" < - 
4 

Or [R] = [S] + nig[V,,], et donc 

~ ~ 3(7 

Fo/iî > Fo/F.o - Vois > —. 

Le courant [R] — [R] + [S] est encore solution au problème du bord pour [7] et vérifie 

~ ~ ~ ~ "if n 

VolSupp{[R] - [R] + [S\) = VolR - VolR + VolS </+-- — + -</ 

ce qui donne la contradiction recherchée et prouve que R C A. L'c^nsc^mble A ne 
contenant qu'un ensemble fini de surfaces de Riemann compactes, on est réduit au cas 
où 7 est inclus dans une surface de Riemann irréductible L. Si [Ri] et [R2] sont deux 
solutions distinctes au problème du bord pour [7] dans L, on a [iîi] — [iÎ2] = m[L] pour 
un certain m € Z. En particulier, si deux solutions sont nulles sur une composante 
irréductible de L\7, elles sont égales. Il existe donc une solution au problème du bord 
pour [7] dont le complémentaire du support est de volume maximal et donc tel que 
le support est de volume minimal. □ 

Pour tout X G Z choisissons [Sx], une 1-chaîne holomorphe solution au problème 
du bord pour [jx] minimisant le volume du support des solutions. Posons 



Ek,i = G z n f/,/2, Voi[^,] < fc; Y < Voi s, < 

L'ensemble Zr\Uf_/2 étant {n— l)-générique, il existe A;, Z S N tels que Ek^i soit encore 

(n — l)-gcncrique. 

Lemme 3.5. — Soit {xi} une suite de points de E^^i convergeant vers un point x^o ë 
Ek^i. Alors il existe une suite extraite (que l'on notera encore {xi}) tel que 

1. La suite de 1-courants rectifiables {[yxi]} converge au sens des courants vers 

2. La suite de supports Sx^ converge au sens de Bishop vers une surface de Riemann 
Soo telle que S^o U 7xoo contient aucune surface de Riemann compacte. 

Dém,onstration. La masse des l-chaîncs holomorphcs [Sx^] étant imiformément 
bornée, il existe une suite-extraite qui converge vers une 1-chaîne limite [S]. La suite 
des bords [7^;.] = d[Sxi\ converge alors vers un courant limite rectifiable [700] = d[S] 
dont le support est inclus dans 7^;^ = F H {.Xœ} x ^- D'après la proposition 2.1, pour 
toute (1, 0)-forme (f> définie dans V et holomorphe au voisinage de 72,^, on a: 

([700], = lim ([7^.], (^) = lim M{x,,<l)) = M{xooA) = {[lxJi,4') 
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En particulier, le courant [R] = [joo] — [lx^] est orthogonal à toutes les fonctions 
méromorphes dont les pôles ne rencontrent pas ■ Du fait que est de mesure 
de Hausdorff deux dimensionnelle nulle, on déduit qu'il est rationnellement convexe 
dans V et donc que [R] = d'après le lemme suivant ce qui termine la preuve de la 
propriété (1). 

Lemme 3.6. - Soit [R\ un 1-courant de masse finie et de support inclus dans un 

compact K C C™ (pour un certain m G N) ) de mesure de Hausdorff 2-dimensionnelle 
nulle et tel que {[R],4>) = pour toute les (l,0)-/ormes (j) holomorphes au voisinage 
de K. Alors [R]=0. 

Démonstration. — Ce résultat est bien connu dans C. Pour le cas général, il suffit 
de remarquer que si K est de mesure de Hausdorff 2-dimensionncllc nulle, alors toute 
projection de K le sera aussi. Pour toute droite affine Ci^ C C™ l'image direct de [R\ 
par la projection orthogonale sur est alors nulle ce qui montre que [R\ = 0. □ 

Pour tout X G Ek,u on a S'a; C 1^/2 • Si pour tout i e N, 5a;. C K: C 1^ la limite au 
sens de Bishop est encore incluse dans V qui ne contient pas de courbes compactes 
et le lemme est vérifié. Sinon, on peut supposer que Vz G N, Sx^ <t- V^. Donc, toutes 
les surfaces Sx^ contiennent un point iVi ^ Ve et Wi G Quittes à extraire une 

sous-suite de {[-S'a;J}, on peut aussi supposer que la suite des supports {Sxi} converge 
au sens de Bishop vers une surface de Riemann limite Soo)- On a alors: 

Y < Vol Sx^ < Vois < Vol5^ < Ijmj^^ Vol S^, < 

Car on a bien sûr S C Soo- Montrons que Soo ^Ixoo contient aucun sous-ensemble 

analytique compacte L de {2:00} x^- En effet, si c'était le cas, on aurait L C car L 
est dans l'adhérence des S'a;.. Notons {LjjjgN les composantes irréductibles de L\jx^- 
On a alors la décomposition [S] = ^ mi[Li] + ^ ni[Si] où rut G Z, rij G Z* et Si sont 
les composantes irréductibles de S non incluses dans L. L'ensemble analytique L n'est 
pas inclus dans V car V est une variété de Stein et L est compact. Il existe donc 
io S K tel que Li^ ne soit pas inclus dans V. D'après la proposition 2.6, Vol-Ljo > C. 
La 1-chaîne holomorphe [S*] = [S] — [L] est solution au problème du bord pour 
7xoo et a un support S* inclus dans Soc\Li„ et vérifie donc 

Vois* < VolSoo - VolLi, < -c< ^^—Y^ < VolSx^. 

Ce qui contredit le fait que [^a;^] minimise le support des solutions au problème du 

bord pour [72;^]. □ 

Soit w un point de E^j tel que i^/c^j soit (n — l)-générique dans tout voisinage de 
w. De la même manière que dans le lemme 3.4, il existe un sous-ensemble analytique 
A de volume fini de {{w} x uj)\"fui tel que pour toute suite {xj} de points de Ek.i 
convergeant vers w, la suite {[Sa;J} converge vers une 1-chaîne holomorphe [S] solution 
au problème du bord pour [7^^] tel que S C A. L'ensemble AUj^ contient un nombre 
fini Al, .... Ak do surfaces de Riemann irréductibles et compactes. Pour tout i = l..k, 
l'ensemble AiYi^ se décompose lui aussi en composantes irréductibles {^^}jgN- Soit 
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^Ui,—,jk) ™ voisinage de Stein de U (A\(Ui=i..feAf )). Soit E-j^^f"'-"' = {x G 
Ek,i;Sx C V(ji^...,jfc)}- Il existe (ji, ...,jk) G tel que E^^f'^" est (n - l)-générique. 
En effet, dans le cas contraire, l'ensemble union des E-j^l'"'-"' serait inclus dans une 
réunion dénombrable Y d'ensembles analytiques immergés de dimension (n — 1) de 
U et l'ensemble E}^i\Y serait encore {n — l)-générique. Il existerait donc une suite 
de points {xi} de Ek,i\Y convergeant vers w. Quitte à extraire une sous-suite, on 
peut supposer que la suite {xi} vérifie les propriétés 1 et 2 du lemme 3.5 . Pour 
k assez grand, il existe alors (ii, ...,ik) G IN*^ tel que Xk € Ej^f""-"' ce qui donne la 
contradiction recherchée. Il existe donc un ouvert de Stein Vi^^,,,^i^ tel que le problème 

du bord pour F soit résoluble dans Vi-^ i^. pour un ensemble {n — l)-générique de 

tranches de F. D'après la proposition 2.2, le problème du bord est résoluble pour F 
dans Vil,..., i;^. □ 

(2) (3): Contrôle du volume jusqu'au bord. 

Supposons que le problème du bord pour [F] admet une solution [T] dans V x u) 
où V est un ouvert (assez petit) de U. Alors, il existe une majoration du volume des 
1-chaîncs holomorphes [Sz] — [T, n, z] ne dépend que de la géométrie de F: 

Lemme 3.7. — Soit {xi, ...,X2n) un système de coordonnées réelles de V. Soit H : 
V — »■ R^"~^ la projection Tl{xi, x^n) = {x2, X2n)- Alors pour presque tout point 

pour tous points a,b on a les inégalités suivantes: 

\Vol{[S^a,x)]) - Vol{[Sçh^x)])\ < Mv.Vol(l[^a,x).Xb,x)][T,U,X]) < Mv.Vol{[r,U,X]) 

\Vol{S^a,x)) - VoliS^t,x))\ < Mv.VoliT n [(a, X), (&, X)] x u) 
où Mv = sup(yxa;)nr 1^1 pour il la forme kàhlérienne associée à la variété lo et 
ll[(a,x),(6,x)] est l'indicatrice de [{a,X), {b,X)] x w dans V x u). 

Démonstration. — Soit [T] = ^n^îi], e Z, on a alors par définition, [F] = 
Y,nid[Ti\. Soit [T+] = Y, \ni\[Ti] et [F+] = Y, \ni\d[Ti] on a alors bien sûr 

Vol[r+] < Vol[T]. 

D'après le théorème de tranchage des courants, pour presque tout X G la 
tranche [F+,n, X] (resp. [T+,n, X]) est bien définie et est un 2-courant (resp. 3- 
courant) de masse finie. Alors les courants I[(a_x),(6,x)][r''', n, X] et 
^[(a,x),{b.x)][T'^ ,11, X] sont bien définis car les courants [r+,n, X] et [T+,n, X] sont 
de masse localement finie. On a alors 

rf(I[(a,x),(6,x)] [T+, n, X]) = ^,^xUb,x)]d[T+,U, X] + [T+, tt, (6, X)] - [T+, tt, (a, X)]. 
En remarquant que = on obtient 

= (d(I[(„,x),(6,x)][T+,n,X]),f2) = 

{t[ia,xub,x)]d[T+,Tl,X],n) + ([T+,7r, - {[T+,n, {a,X)],Cl) 

Or par définition, d[T+, IL, X] = [T+, H, X] et ([T+, tt, (a, X)], fi) et ([T+, tt, {b, X)],Q) 
sont les masses des courants [5(0, x)] et [^(b^x)]- On a donc 

\Vol[S^,,x)]-Vol[S^,,x)]\ < Mv.Vol{ï[(a,xUb,x)][r+,n,X]) < 
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Mv.Vol{ï[^a,X),(b,X)][T,n,X]) 

ce qui montre la première inégalité. La deuxième inégalité s'obtient alors en appli- 
quant ce qui prcccdc au courant [T] = '^[Tj] dont le bord [F] = ^ d[T,i] est un courant 
rectifiable à support dans F et de multiplicité 0, ±1 en presque tout point de F. □ 

Soit Vmax l'ensemble des points z & U pour lesquels il existe un voisinage Vz de 
z dans U tel que le problème du bord pour [F] soit résoluble dans 14 x w. Bien sûr 
Vmax est un ouvert de U. 

Lemme 3.8. — Soit z G Vmax et Vz un voisinage de z dans U tel que le problème du 

bord pour [F] admette une solution [T] dans Vz x uj. Alors il existe un ouvert connexe 
maximal Uz C Vmax tel que le problème du bord pour [F] aie une solution [Tmax] dans 
Uz y- io coïncidant avec [T] dans Vz x OJ. De plus, dUz\Vmax est un fermé de mesure 
de Hausdorff (2n — l)-dimensionnelle nulle. 

Dém,onstration. D'après le Icmmc de Zorn, pour montrer l'existence de Uz, il suffit 
de montrer que si Ui et U2 sont deux ouverts connexes de U contenant Vz, tels que 
Ui C Z72 et tels que la solution [T[/J (resp. [T^/^]) au problème du bord pour [F] dans 
Uixuj (resp. U2XUJ) coïncide avec [T] dans VzXuj, alors [TurJ coïncide avec [T^i] dans 
Ui X il. La n-chaîne holomorphe [L] = [Tf/^] — [Tj/J est bien définie dans {Ui x a;)\F. 
Par hypothèse, [L] est fermée et [L] = dans Vz x w. Le support L de [L] est donc 
un sous-ensemble analytique de C/i x dont l'intersection avec Vz x u; est vide. Soit 
TT : U X U) U la, projection canonique sur U. D'après le théorème de l'application 
propre, la projection 7r(i) de L sur Ui est un sous-ensemble analytique de Ui. Du fait 
que pour tout z G ?7, la tranche {z} x w H F est de classe Ai, on en déduit que 7r(L) 
et soit vide soit un sous-ensemble analytique de dimension n de U (i.e. n{L) = Ui 
car U\ est connexe). Comme LCiVz x ui = 9, L est nécessairement vide dans Ui x u) 
et donc [L] = [T;/^] — [Tui] = 0, d'où l'existence de Uz- Supposons que l'ensemble 
Gz = dUz\Vmax soit uu fermé de mesure de Hausdorff (2n — l)-dimensionnelle non 
nulle. Soit alors xq un point de Gz tel que Gz soit de mesure non nulle dans tout 
voisinage Xq- Choisissons alors un voisinage V^g de xq et un système de coordonnées 
(xi, ...,X2n) de Vxa tcls quc : 

1. L'ensemble B. = Tl{Gz n Vx^) est de mesure non nulle dans R^"~^ où II : 
R+ X R^"~^ R^"^^ est la projection n(a;i, ...,X2n) = {x2, ■■■,X2n)- 

2. L'ensemble {0} x R^""^ C Vz- 

D'après le théorème de tranchage des courants, pour presque tout X G R^"^^, le 
courant [F, H, X] est bien défini et est un 2-courant rectifiable. Quittes à restreindre 
H, on peut supposer que ceci est vérifié pour tous les points de H. Soit 

H = {{Xx, X) e R^ X if; Ax = sup{i G R+; [0,t[x{X} c Vz}} 

Soit {Xx,X) G H, par définition de H, Xx < 00, d'après le lemme 3.7, le volume des 
1-chaînes holomorphes [S'(t^x)] = [T, tt, X] (011 n : Uxlo U, ^{x, w) = x) pour t < X 
est uniformément borné. D'après la proposition 2.6, il existe alors une suite de réels 
{ti} convergeant vers A tel que la suite de 1-chaînes holomorphes [S^j.^x)] converge 
au sens des courants vers une 1-chaîne holomorphe [«S'(a,x)] solution au problème du 
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bord pour [7(A,jf)]- On a donc H c Gz et est (n — l)-générique car de mesure de 
Hausdorff (2n — l)-dimensionnelle non nulle. La proposition 3.3 permet alors d'obtenir 
la contradiction recherchée. □ 

Soit G = dVmax, il reste à montrer que G est de mesure de Hausdorff (2n — 1)- 
dimensionnelle nulle. En effet, si c'est le cas on aura G = U\Vmax car U est connexe et 
un ensemble de mesure de Hausdorff (2n— l)-dimensionnelle nulle ne peut disconnecter 
un ouvert de dimension 2n. Supposons que G est de mesure (2n — l)-dimensionnclle 
non nulle. Il existe alors un point z G G tel que pour tout voisinage Vz de z dans U, 
l'ensemble VzOG soit de mesure de Hausdorff (2n— l)-dimensionnelle non nulle. Soit 
V un voisinage de Stein de 7^ = F n {z} x uj. Soit C = C^' la constante définie dans 
la proposition 2.7 avec e choisi de manière à ce que le voisinage V2e soit inclus dans 
V. Soit xo € Vmax tel que C Ve. Soit Vz un voisinage de z dans U et {xi,..., X2n) 
un système de coordonnées de Vz tel que: 

1. Va; e Vz, 7x c V. 

2. L'ensemble H = Il{G Ci Vz) est de mesure non nulle dans R^" ^ où II : R_)_ x 

-||2n-l _^ |^2n-l projcctiou H(xi, ...,X2n) = {X2, X2n)- 

3. L'ensemble {0} x R^"~^ C U^o HFz 011 Uxq est un ouvert maximal contenant xq 
tel que le problème du bord pour [F] admette une solution [T^q] dans t/^o ^ 

D'après le théorème de tranchage des courants et le théorème de Fubini, quittes à 
restreindre H, on peut supposer que pour tout X € H, \e courant [F, H, X] est bien 
défini, de masse finie et l'ensemble F n ((R x X) x co) est de mesure de Hausdorff 
2-dimensionnelle finie. L'ensemble H étant (n — l)-générique, il existe k,l £ fi tel 
que l'ensemble 

Hj> = {{0,X) € Vz;VolS^o,x) < k et Vol[S^o,x)] < 1} 

(où [S'(o,x)] = [îœo) (Oj ^)]) soit encore (n — l)-générique. Pour tout X e H(i7"), 
notons Xx la borne supérieure des réels t tels qu'il existe un voisinage V(^t,x) de 
[0,t[x{X}, tels que le problème du bord pour [F] admette une solution [Tç^ ^)] dans 
^{t,x) X ^ qui coïncide avec [T^^] au voisinage de (0,X) x iv. Soient X e H(iî°), 
< ti < t2 < ... < tn < ... < Ax une suite de réels convergeant vers Xx et 
[Sn] = [T(t^^x),7r, {tn-,X)]. D'après le lemme 3.7, pour tout X e Ti.{H^), 

Vol[S^] <l + Mv.Vol{\o,xux,x)][T,n,X]) 

et 

VolSn <k + Mv.Vol{T n ([(0, X), (A, X)] x u)). 
On en déduit qu'il existe une suite extraite (que l'on notera encore {[S'n]}) convergeant 
au sens des courants vers une 1-chaînc limite [5°°] solution au problème du bord pour 
[7(A,x)] 6t telle que la suite des supports 5„ converge au sens de Bishop vers une 
surface de Riemann limite Soo- Si Soo C V, pour n assez grand, Ti^t„,x) est lui aussi 
inclus dans V et donc d'après la proposition 2.2, le problème du bord pour [F] est 
résoluble dans V ce qui contredit que z G G. Dans le cas contraire, 7(a,x) U 5*00 
contient nécessairement une surface de Riemann compacte L. En effet, sinon, en 
considérant un voisinage de Stein de 7(a,x) U 6*00, on montre grâce à la proposition 
2.2 que [F] admet une solution au problème du bord dans W qui coïncide avec [^(t^,^)] 
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pour n assez grand ce qui contredit la définition de Xx- De même que précédemment, 
il existe m G Z tel que la 1-chaîne liolomorphe [S°°] — m[L\ soit une solution au 
problème du bord pour [7(Ax,x)] dont le support est inclus dans Soo\L où L est une 
composante irréductible de i\7(Ax.x) dont le volume est strictement supérieur à C. 
On a donc 

yx G n(iï;0), VolSi^Xx,x) <k + Mv.Vol{T n [O, Xx] xuj)-C. 

D'après la proposition 3.3, il existe xi G tel que le problème du bord pour T 
admette une solution au voisinage Vx^ de xi et tel que soit encore (n — l)-générique 
dans tout voisinage de xi. On a bien sûr Vx-^ C Vmax- En appliquant le même 
raisonnement que précédemment à Vx-^ on construit un ensemble (n — l)-générique 
Hl_^ tel que pour tout {Xx, X) G iî/^ on aie: 

VolS^Xx^x) <k + Mv.Vol{rn[{Q,X),{Xx,X)] XUJ-2C 

et par récurrence, on construit une suite d'ensembles tel que pour tout {Xx, X) G 
on aie: 

VolS^x^^x) <k + Mv.Vol{rn[{0,X),{Xx,X)] xuj~{n + l)C. 

Mais alors pour n assez grand, nous obtenons la contradiction recherchée. 
(3) ^ (4) et (4) ^ (1). Évident. 

3.2. Obstruction à l'existence d'une solution globale. — Dans le théorème 

3.2, l'ensemble F peut disconncctcr U et les solutions dans les différentes composantes 
connexes de U\F peuvent ne pas se recoller en une solution globale dans U xlu comme 
le montre l'exemple suivant: 

Exemple. Soient C(l,3) = {z G C,l < |z| < 3}, C(2) = {z G C, |z| = 2} 
et (j) : C -> définie par </>(z) = {z,e^). Soient S = (?!)(C(1, 3)), 7 = (1>{C{2)) et 
r = 7 X -Pi(C). Soit r une petite déformation de F dans S x Pi(C) telle que Vz G S, 
{z} X Pi(C) n r soit inclus dans une courbe de classe C^. 

Pour z G C(l, 3) assez loin de 7, {{z, )} x Pi{C) ne rencontre pas F. Le théorème 
3.2 s'applique donc mais il est ici impossible de trouver une solution globale dans 
C X (C X Pi(C)). 

3.3. Problème du bord dans C" et P„(C). — Le fait de résoudre le problème 
du bord dans un espace produit n'est pas limitatif. En effet, dans le cas d'un es- 
pace localement feuilleté par des sous-ensembles analytiques, on pourra se ramener 
localement au cas d'un produit et en déduire la résolution du problème du bord. Par 
exemple, dans l'espace projectif nous retrouvons les résultats connus sur la résolution 
du problème du bord. 

Corollaire 3.9. — [p!^ , ^ Soit [F] un courant rectifiable, fermé, maximalement 
complexe de Pn{C)\P{n-p+i){^) dont le support est de classe A2p^i. Alors il existe 
une p-chaîne holomorphe [T] de (P„(C)\P(„_p_|_i)(C))\r telle que [F] = d\T] dans 
P„(C)\P(„_p+i)(C). 
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Démonstration. — Pour p = 2, T C P„(C)\/',i_i(C) ~ C". Le problème du bord 
pour [r] admet donc une solution (voir Q). Pour p > 2, soit H le {n — p + 1) 
espace affine tel que F C P„(C)\iî. D'après la propriété de tranchage des courants 
rectifiables de support de classe ^2p-i et le théorème de Fubini, on peut supposer sans 
perte de généralité qu'il existe une sous variété V C G(n— p+2, n) formée de {n—p+2)- 
plans contenant H telle que pour presque tout (ti— p+2)-plan avec v € V, [TnGjy] 
est un 3-courant rectifiable, fermé et maximalement complexe dans Gv\H ~ ([]"-p+2 
et dont le support est de classe . Le problème du bord pour le courant d'intersection 
[F n Gu] admet donc une solution dans G^\iî. Soit * : y x C""^+^ -> P„(C)\iî une 
application holomorphe injective identifiant {v} x avec G^\H (on a supposé ici 

que V est assez petit pour avoir l'éxistence de ^). Soit [F] = Î',([F]) l'image inverse de 
[F] par VP. D'après la proposition 2.2, le problème du bord est résoluble pour [F] dans 
y xC"~^^^. Et donc il existe un (n— p+2)-plan P tel que le problème du bord pour [F] 
admette une solution [T] au voisinage de P. Soit un e- voisinage de P dans Pn(C). 
Pour e assez petit la restriction de [T] à Pe est une p-chaîne holomorphe [Te] dont le 
bord est un courant rectifiable maximalement complexe dont le support est de classe 
A2p-i et qui coïncide avec [F] au voisinage de P. La résolution du problème du bord 
pour [F] et alors équivalente à la résolution du problème du bord pour [F] — d[T^] dont 
le support est dans P„(C)\P. On est donc ramené au cas où F C P„(C)\P„_p+2(C). 
Si p = 3, le résultat est prouvé. Sinon, en faisant à nouveau la même manipulation, 
on est ramené au cas F C P,i(C)\P„_p+3(C). Puis par récurrence, on se ramène au 
cas F C P„(C)\P„_i(C) ~ C" ce qui montre le résultat. □ 



Définition 3.10 — Soit U un ouvert de la grassmanienne G{n~p + l,n), un 

sous-ensemble K C U est dit projectivement k-générique si pour tout ensemble non 
fc-générique S C P„(C), l'ensemble K\Gs est /c-générique oii 

Gs^{iyeGin-p+ 1, n); P,"-p+1(C) n 5 ^ 0}. 

Une propriété principale des ensembles projectivement fc-génériques est que si y C 
U est une sous- variété complexe de dimension (p — 1) qui est {p — 2)-générique alors 
il existe ly E V tel que P^^p^i H 5 = 0, où 

S={ze P„(C); dim{iy eV;ze P,r_p+i} > 1}. 

Corollaire 3.11 (|10, ^). — Soit X un ouvert {n — p + l)-concave de Pn(C) avec 
X* — {v (z G{n — p + l,n); P^_p_^_i C X} connexe. Soit [F] une combinaison linéaire, 
localement finie, à coefficients entiers de courants d'intégration sur des sous-variétés 
réelles Ti, orientées, de classe G^ , de dimension (2p — 1) et maximalement complexe 
dans X. Soit K un sous-ensemble projectivement {p~ 2) -générique de X* . Supposons 
que pour tout v £ K : 

1. P,j_p_|.]^ intersecte Ti transversalement en tout point. 

2. Il existe une 1-chaîne holomorphe [Su] de masse finie de P^_j,_|_i\F telle que 
d[Si,] = [7iy] au sens des courants dans P^_p+i (où [^i,] = [F fl P^_p^]^(C)] est 
le courant d'intersection de P„_j,+i(C) avec [F]). 



PROBLÈME PLATEAU COMPLEXE DANS LES VARIÉTÉS KÀHLÉRIENNES 



15 



Alors il existe une p-chaîne holomorphe [T] de X\T, de masse localement finie, 
vérifiant d[T] = [F] dans X. 

Démonstration. — D'après la démonstration de la proposition 3.3, il existe vq & K, 

un voisinage de Stein Vq de Su„ U -fiy„ (où -fiyg = F n Pn-p+i{C)) et un sous-ensemble 
dénombrablement (n — 1) -générique Kq de K tel que pour tout u S Kq, Si, CVq- De 
la proposition 2.2, on déduit alors qu'il existe une sous-variété analytique K c X* 
de dimension {p — 1) et projectivement {p — 2)-générique tel que pour tout E K,lc 
problème du bord pour [7,^] soit résoluble dans Vo- Soit "if : K x P„_p+i(C) —>■ Pn(C) 
la projection canonique qui identifie {i^} x P„_j,+i(C) avec P^_p^i{C). Alors il existe 

v £ Ktel que pour tout z G P^-p+i , est fini. Il existe donc un voisinage V de 

ly Ç K tel que la restriction de ^ aV x P„_p_|_i(C) soit propre et d'ordre fini. L'image 
inverse [F] = ^'*([F]) est donc bien définie et est encore un courant rectifiable, fermé, 
maximalement complexe dont le support est de classe ^2^-1. D'après la proposition 

3.3, il existe un ouvert U de V tel que le problème du bord pour [F] admette une 
solution [T] dans U x P„_p+i(C). Mais alors, d'après le lemme précédent, l'image 
directe de [T] donne une solution [T] = \1/*([T]) au problème du bord pour [F] dans 
un voisinage d'un (n — p + l)-plan P de Pn(C). Soit Pe un e- voisinage de P dans 
P„(C). Pour g assez petit, la restriction [Te] de [T] à Pf est une p-chaîne holomorphe 
dont le bord est un courant rectifiable maximalement complexe dont le support est de 
classe A2P-1 et qui coïncide avec [F] au voisinage de P. Le courant [F] — d[Tf:] a donc 
un support dans Pn{C)\P et admet une solution [R] au problème du bord d'après le 
corollaire précédent. La p-chaîne holomorphe [R] + [T^] nous donne alors une solution 
au problème du bord pour [F]. □ 

3.4. Théorème de Hartogs-Levi généralisé. — On note A le disque unité de 
C, C(r) = {z eC, \z\ = r} et C{ri,r2) = {-2 e C,ri < 1^1 < r2}. 

Corollaire 3.12. — (Théorème de Hartogs-Levi généralisé) 

Soit X une variété Kàhlérienne disque convexe. Soit f une application méromorphe, 
à valeurs dans X et définie sur C(l — e, 1) x A. Soit {lv}vev une famille non 
dénombrable de droites complexes. On suppose de plus que pour tout v G V , 1^ (1 
C(l — e, 1) X A 7^ 0, liy n C(l — e, 1) X 6A = et pour tous vi, v^, G V deux à deux 
différents, Ivi H l^^ H /j/3 fl A^ = 0. Supposons que f se prolonge méromorphiquement 
à 1^ tlA"^ pour tout v gV. Alors f se prolonge méromorphiquement à A^. 

Démonstration. — L'application / étant méromorphe, l'ensemble des points d'indé- 
termination de / est discret dans C(l — e, 1) x A. Soir r e]l — e, 1[, tel que Af,. = 
C(r) x A ne rencontre aucun point d'indétermination de /. La restriction de / à 
est donc lisse et pour tout u G V C G(2, 3), la droite est transverse à Mr. Soit 
F/ = {{w,c) e A^ X X,u! e Mr.c = f{w)} le graphe de /. De la même manière 
que dans la proposition 3.3, il existe une surface de Riemann V C G(3,2), un point 
Vq g V, un voisinage de Stein W de S^g U (où Si,„ est le graphe de l'extension 
méromorphe de / à et 7,^^ = Fy H {li,„ x X)), tels que rcnsembic des points 1/ £ V 
tel que Si, CW est 0-générique. Soit (j) : W ^ C™ un plongement de W dans l'espace 
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affine. D'après l'hypothèse faite sur les droite li, et le théorème de Levi, o / admet 
une extension holomorphe au voisine de H Zj/q. Et donc / = ° 4>° f admet une 
extension holomorphe au voisinage de n 1^^. L'extension méromorphe à tout A^ 
se fait alors soit en appliquant à nouveau le théorème 3.2 soit grâce au résultat de 
ïl. □ 



3.5. Généralisations du théorème de Hartogs-Bochner. — Soit X une variété 
kâhlérienne disque convexe. Soit F une sous- variété, de classe C^, orientée, fermée et 
maximalement complexe de C" . Supposons qu'il existe un sous-ensemble analytique et 
irréductible A de C"\r tel que d[A\ ~ [F] on [A\ et [F] sont les courants d'intégration 
sur A et F. Soit tt : C" — > C^""'^ la projection 7r(zi, z„) — (zi, Zp_i). Nous 
supposerons que pour tout z G C^""'^, Ffl {z} x ([;"~p+i est un compact de classe Ai. 

Corollaire 3.13. — Toute application Lipschitzienne CR f : T ^ X admet une 
extension méromorphe à A. 

Démonstration. — Soit 

F; = {{x, [y, w)) G C"-' X (C"-î'+i xX),w^ f{x, y)]. 
La variété F étant compacte, il existe iî > tel que si \x\ > R, on aie 7t~^{x) DT 



n—p+l 



X 



Le problème du bord pour [F/] est donc résoluble dans l'ouvert {|a;| > R} x (C 
X). La variété w = C""î'+^xX est bien sûr disque convexe, le théorème 3.2 s'applique 
donc. Il reste à vérifier que l'extension ainsi obtenue donne une solution globale au 
problème du bord pour [Tj]. Soit U C C^~^ un ouvert connexe maximal contenant 
l'ouvert {|a;| > R} tel que le problème du bord pour [F/] admette une solution [Tu] 
dans U x (C"^''^^ x X) qui est nulle pour {|a;| > R}. Par unicité du problème du bord 
dans C", il est ici impossible que [Tf] admette deux solutions distinctes au problème 
du bord dans V x uj pour tout ouvert V de C^~^. D'après le lemme 3.8, le bord 
G = du = £P-\U est donc de mesure de Hausdorff {2p — 3)-dimcnsionnellc nulle. 
D'après le lemme 3.7, la solution [T] au problème du bord pour [F/] est de volume 
borné au voisinage de G, elle admet donc une extension simple sur C^^^ x w\Fy qui 
reste fermée au sens des courants et est donc solution au problème du bord pour 
[F/] dans x w. La projection de cette solution sur C" donne alors l'extension 

méromorphe de / sur A. □ 

Dans le cas oii F est de classe C^, F sera une variété CR globalement minimale. 
Les applications CR continues sur F admettent une extension holomorphe sur une 
"extension analytique à un coté" de F. Quitte à déformer F dans cette extension, on 
peut alors supposer sans perte de généralité les hypothèses du corollaire précédent 
vérifiées et nous obtenons: 

Corollaire 3.14- — Soit F une sous-variété de classe , compacte, connexe, ori- 
entée et maximalement complexe de C", bord (au sens des courants) d'un sous- 
ensemble analytique borné irréductible A de C"\F. Alors toute application CR con- 
tinue f : T —^ X admet une extension méromorphe à A. 
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Remarque 3.15. — Ce dernier résultat peut aussi être obtenu comme corrolaire du 



théorème d'extension du type Hartogs de |18|. En effet, ce dernier permet d'étendre 



/ méromorphiquement à Reg{A), l'extension à tout A peut alors par exemple être 



obtenue par un théorème d'extension du type Thullen (voir [29|) 



Corollaire 3.16. — Supposons que X est une variété Kàhlérienne de dimension 2 
ne contenant aucune surface de Riemann compacte. Soit M une hypersurface réelle 
de X la séparant en deux composantes connexes fii et ÇI2. Alors toute fonction 
holomorphe f au voisinage de M admet une extension holomorphe sur fli ou sur ^2- 

Démonstration. — De même que précédemment, en considérant [Fj], le graphe de la 
restriction de / sur M (ou une déformation de /), on montre qu'il existe un ouvert 
maximal Umax tel que le problème du bord pour [Vf] admette une solution [T] dans 
Umax X X. Montrons par l'absurde que Umax = C. Supposons le contraire. D'après 
le lemme 3.8, si G = €\Umax est 0-générique, il existe un point z G C tel que [F/] 
admette deux solutions [Ti] et [T2] disctintes au problème du bord dans un voisinage 
W de {z} X X. Mais alors [R] = [Ti] — [T2] est une 2-chaîne holomorphe fermé et 
non nulle dans W. En particulier, pour presque tout x assez proche de z, [iî. Il, a;] 
est une 1-chaîne holomorphe fermée non nulle de {x} x X. Pour un tel x, le support 
de [R, n, x] est donc une réunion de surfaces de Riemann compactes de {x} x X ce 
qui contredit le fait que X ne contient pas de surfaces de Riemann compactes. Dans 
le cas 011 le fermé G est 0-générique (i.e. dénombrable), il admet des points isolés. 
Mais alors au voisinage de ces points, [T] admet une extension simple fermée qui reste 
solution au problème du bord pour [Tf], ce qui contredit la maximalité de Umax et 
termine la preuve du corollaire. □ 

3.6. Plongement des structures CR. — Le but de ce paragraphe est de don- 
ner une caractérisation des structures CR strictement pseudoconvexes admettant une 
solution au problème du bord dans une variété X donnée. Dans le cas oii X est de 
dimension 2 (et donc M une hyp ersurface réelle de X), une caractérisation de nature 
topologique est donnée dans |20| . Dans le cas 011 X est Kàhlérienne disque convexe 
de dimension quelconque, la caractérisation suivante est valide: 

Proposition 3.17. — Soit M une sous-variété orientée, compacte, de classe et 
maximalement complexe de X vérifiant l'une des trois propriétés suivantes: 

1. M est plongeahle dans l'espace affine et de dimension sup{erieure ou égale à 3. 
C". 

2. M est strictement pseudoconvexe et de dimension 5. 

3. M est strictement pseudoconvexe, de dimension 3 et est le bord d'une variété 
complexe abstraite. 

Alors M admet une solution au problème du bord. 

Réciproquement, si M est strictement pseudoconvexe et admet une solution au 
problème du bord alors M est plongeahle dans l'espace affine. 

Démonstration. — D'apr ès pï| , ^, la deuxième propriété implique automatiquement 



la première. D'après |21, 17|, la troisième propriété implique elle aussi la première. 
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Supposons donc qu'il existe un plongement CR (j) : M C™. Soit M C C" 



l'image de M par 4>. D'après [14], M admet une solution A au problème du bord. 



L'application 5* = ^ : M ^ X est une application CR. D'après |19|, M est glob- 



alement minimal (i.e. M est constitué d'une seule orbite CR). La propagation de 



l'extension le long de l'orbite CR (voir [19, Um) montre alors que \1/ s'étend holomor- 



phiquement sur une extension analytique à un coté de M (i.e. un ensemble qui est 
une extension analytique au voisinage de chaque point de M, le coté peut changer). 
En déformant A'I dans cette extension analytique, on peut supposer sans perte de 
généralité que 4" s'étend holomorphiquement sur un ensemble analytique au voisinage 
de M. D'après le corollaire 3.14, 5" s'étend méromorphiquement sur A. L'image 
directe de [^4] par l'extension de 5" nous donne un sous-ensemble analytique de X 
solution du problème du bord pour [M]. Réciproquement, supposons que M admet 



une solution au problème du bord dans X, d'après les arguments de |17[, M est 



plongeable dans l'espace affine. □ 

Dans le cas où M est de dimension 3, la question se pose alors de savoir s'il est 
possible de s'affranchir de l'hypothèse de plongeabilité de M dans l'espace affine. 
En effet, on ne connaît pas d'exemple de structure CR plongeable dans X mais non 



plongeable dans C" (voir [10|). Le théorème 3.2, permet alors de montrer que de 



telles variétés (si elles existent) n'admettent aucune fonction CR non constante: 

Corollaire 3.18. — Soit M une sous-variété compacte et strictement pseudoconvexe 
de dimension i de X . Alors l'une des deux propriétés suivantes est vérifiée: 

1. Les fonctions CR sur M sont constantes. 

2. M admet une solution au problème du bord dans X et M est plongeable dans 
l'espace affine. 

Démonstration. — Supposons qu'il existe une fonction CR f : AI ^ C non constante. 
Soit 

Vf = {ifix),x) eCxX;xG M} 

le graphe de /. 

Lemme 3.19. — On peut supposer sans perte de généralité que f est de classe C°° 
et que pour tout z € C, jz = T/ H {z} x X est inclus dans une réunion finie de courbes 
lisses par morceaux. 

Démonstration. — Le théorème de Lewy permet d'étendre / holomorphiquement sur 
une extension analytique U du coté pseudoconvexe de M (i.e. il existe un voisinage 
y de M tel que U HV soit un sous-ensemble analytique, irréductible de dimension 
2 de V\AI tel que d[U] — [M] au sens des courants). L'extension étant holomorphe 
non constante, ses lignes de niveau sont des sous-ensembles analytiques de dimension 
1. Il existe donc une déformation M de M dans A telle que les lignes de niveau 
de la restriction de l'extension de / sur M vérifient les propriétés du lemme. La 
résolution du problème du bord pour M et pour M étant équivalentes, nous obtenons 
la réduction recherchée. □ 
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La fonction / étant continue, sont module admet un maximum R sur M. Le problème 
du bord est donc résoluble pour [F/] dans l'ouvert {\z\ > R} x X (prendre comme 
solution [T] = 0). D'après le lemme 3.8, il existe un ouvert connexe maximal Umax 
contenant {\z\ > R} tel que le problème du bord pour [F/] admette une solution dans 
Umax X X nulle pour \z\ > R. Soit [T] = J2iei ''^d'^i^ 1^ décomposition de [T] en 
composantes irréductibles. 

Lemme 3.20. — La 2-chaîne holomorphe [T] est positive (Le. pour tout i G I, 

n, > l). 

Démonstration. — Soit H : C x X ^ C la projection canonique sur C. pour tout 
i G I, n{Ti) est un ouvert de C. Soit V = Umax\ ^iei;ni<o n(Ti). L'ensemble 
G = dV n Umax est de mesure de Hausdorfï (2n — l)-dimcnsionnclle non nulle car 
il sépare deux ouverts de Umax- H existe donc un point z G G, tel que {z} x X 
soit transverse à T. En particulier, [Sz] = [T, II, i;] est une l-chaîne holomorphe 
positive. Par définition de V, il existe i G I tel que < et {z} x X soit tangent 
à Tj. Il existe donc un point x G tel que {z} x X soit tangent en x à Tj et tel 
qu'il existe un voisinage Vx de x tel que d[Ti] = [F/] dans V^. Comme {2;} x X est 
tangent à F/ en .t et que T f est strictement pseudoconvexe, nécessairement {z} x X 
est langeant du côté concave de F/ et donc Tj est du côté convexe de F/ (i.e. d[Ti] est 
le courant d'intégration sur [Vf] avec multiplicité 1). Soit nj > la multiplicité de la 
composante irréductible Tj (si elle existe, sinon poser nj = 0) de [T] dans Umax x X 
vérifiant d[Tj] = —[M] au voisinage de x. Comme [F/] est le courant d'intégration 
sur la variété F/, il est de multiplicité 1 en tout point. On a donc rij = rij + 1 > ce 
qui donne la contradiction recherchée. □ 

Lemme 3.21. — Soit [F] un (2p— l)-courant rectifiable fermé, maximalement com- 
plexe et dont le support est de classe A2p-i d'une variété complexe Y . Soient [Ti] et 
[T2] deux p-chaînes holomorphes de Y\T, positives et solutions au problème du bord 
pour [F] dans Y. Supposons que Ti UF ei T2 UF ne contiennent aucun sous-ensemble 
analytique de dimension p de Y. Alors [Ti] = [T2]. 

Démonstration. En effet, la n-chaînc holomorphe [Ti] — [T2] est fermée dans Y . On 
a donc [Ti] — [T2] = J2iei ^ii-^i] où rii G Z* et Lj sont des sous-ensemble analytiques 
de Y de dimension pure p. Supposons que I n'est pas vide. Soit donc i G I et notons 
[Lj] et [Lf] les restrictions de [Ti] et [T2] à Lj, on a donc 

[Ll]-[L^]=n,[Li]. 

Quittes à intervertir le rôle de [ii] et [L2], on peut toujours supposer que Ui > 0. On 
a alors Li (;t Lj UT et L Lf UT car Ti U F et T2 U F ne contiennent pas de sous- 
ensembles analytiques de dimension p de Y. Soit alors R une composante irréductible 
de Li\r telle que [R] soit de multiplicité dans [Li]. Par hypothèse, on a 

fc > 

011 k est la multiplicité de [R] dans [£2]- On a alors 

— k = Hi 
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et donc ni est négatif ce qui donne la contradiction recherchée. □ 

Lemme 3.22. — Soit V V ensemble des points z G Umax tels que le compact Sz U 72 
contient une surface de Riemann compacte. Alors V n'est pas Q-générique. 

Démonstration. — Rappelons que Sz est le support de la 1-chaîne holomorphe [Sz] = 
[T, 77, 2;] où TT : C X X ^ C est la projection canonique sur la base C. La 2-chaîne 
holomorphe [T] étant positive, pour tout z G Umax, [Sz] est une 1-chaine holomorphe 
positive. Pour tout z G V, notons {Lk}k£K l'ensemble des surfaces de Riemann 
compactes incluses dans Sz U 7z et {Lj^lig/ les composantes irréductibles de Lk\'^z- 
Soit m\ la multiplicité de [L\] dans [Sz]. Notons mk = infjg/m^ (nous rappelons 
que m^, > 0) et posons [5*^] = [5*^] — ^ mk[Lk]. Par construction, [Sz\ est la 1-chaîne 
holomorphe positive solution au problème du bord pour [7^] telle que supp {[Sz]) U 
7z ne contient pas de surface de Riemann compacte (l'unicité découle du lemme 
précédent). Supposons que V est 0-générique (ou de manière équivalente que dV est 
0-générique) . De manière similaire à la proposition 3.3, on considérant les ensembles 

Ek^i = ja; e n C/,/2; Vol[S^] < fc; ^ < Volsupp{[S,]) < ^^^| 

où et C sont définis de la même manière que dans la démonstration de la propo- 
sition 3.3, on montre qu'il existe un point zq G dV , un voisinage Vz^ de zo et un ouvert 
de Stein C C x X tel que le problème du bord pour [F/] admette une solution 
[T] au problème du bord dans W fl (Vz^ x X). Par construction de cette solution, on 
remarque qu'il existe un sous-ensemble 0-générique V C dV tel que pour tout z Ç:V , 
[Sz] = \TtTTtz]. Soit alors z G F tel que Sz soit transverse à T, le fait que pour tout 
z G V", [Sz] est une 1-chaîne holomorphe positive, implique qu'il existe un voisinage 
connexe Vz âs z tel que [T] soit une 2-chaîne holomorphe positive dans 14 x X. Mais 
alors, dans {Vz n Umax) x X, [T] et [T] sont deux solutions positives au problème du 
bord pour [F/], et donc elle sont égales dans {Vz n Umax) x X d'après le lemme 3.21. 
D'après le lemme 3.8, on déduit alors que [T] = [T] dans tout x X. Mais alors pour 
tout X eVzC\ V, [Sx] = [T, TT, x] = [T, TT, x] = [Sx] ce qui est impossible pas définition 
de [Sx] et donne la contradiction recherchée. □ 

Montrons maintenant par l'absurde que Umax = C. Supposons le contraire et 
notons G = C\Umax- D'après le contrôle du volumme du lemme 3.7, [T] est de masse 
finie et la masse des courants [T, H, z] est uniformément bornée. L'ensemble G ne 
peux donc être non 0-énérique (i.c non dénombrable) . En effet, un ensemble fermé 
et dénombrable admet toujours des points isolés au voisinage desquels [T] admettrait 
une extension simple fermée ce qui contredirait la maximalité de Umax- Supposons 
donc que G est 0-génériquc. De la même manière que dans le lemme précédent, on 
montre qu'il existe alors un point z G dUmax et un voisinage Vz de z et un ouvert de 
Stein W tel que le problème du bord pour [T] admette une solution positive [T] dans 
Wr\{Vz X X). Mais alors dans {Umaxf^Vz) x X, [T] et [T] sont deux solutions positives 
dont l'union de leur support avec Fj ne contient pas de sous-ensembles analytiques de 
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dimension 2, on a donc, d'après le lemme 3.21, [T] — [T] dans Umax H 14 et donc [F/] 
admet une solution au problème du bord dans (Umax U Vj) x X ce qui contredit la 
maximalité de Umax et montre que le problème du bord pour [Vf] est résoluble dans 
C X X. La projection de [T] sur X donne alors une solution au problème du bord 
pour [M] dans X. D'après |17], M est donc plongeable dans C" et les fonctions CR 
sur M séparent les points. □ 
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